Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

APOSTILA

Calculo Diferencial e Integral I:
Integral



Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

APOSTILA

Calculo Diferencial e Integral I:
Integral



Edited by Foxit PDF Editor

Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010

For Evaluation Only.

Sumario
1 Integral

1.1 Antidiferenciacao . . . . . .. ..o
1.1.1 Exercicios . . . . . . . ... ... ..

1.2 Algumas Técnicas de Antidiferenciacao . . . . . . . . .. . ..
1.2.1 Exercicios . . . .. ... ... ...

1.3 Imtegracao por Partes . . . . . . . . . ... ... ...
1.3.1 Exercicios . . . ... .. ... ... .. ...

1.4 Integragao de Poténcias de Seno e Cosseno . . . . . . .. ...
1.41 Casol . . ..o
142 Caso2 . . ... e
143 Caso3d . . . . . . e
1.44 Casod . . ... . e
1.4.5 Exercicios . . . . .. . ... . ...

1.5 Integragao de Poténcias da Tangente, Cotangente, Secante e
Cossecante . . . . . . . . ..
1.5.1 Casol . . ... . .
1.5.2 Caso2 . . . . . e
1.5.3 Caso3d . . . . . . e
1.5.4 Casod . . ... ..
1.5.5 Casob . . . ..
1.5.6 Caso6: . . . . ...
1.5.7 Exercicios . . . ... ... .

1.6 Integracao por Substituicao Trigonométrica. . . . . . . . . ..
1.6.1 Casol . . ... . ... . ...
1.6.2 Caso2 . . . . .
1.6.3 Caso3d . . .. . .
1.6.4 Exercicios . . . ... . ... .. 0

1.7 Integracao das Funcoes Racionais por Fracoes Parciais

1.7.1 Quando o denominador tem somente Fatores Lineares .
1.72 Casol . . . . ..
1.73 Caso2 . . ...
1.7.4 Exercicios . . . ... .. ...
1.7.5 Quando o denominador contém Fatores Quadraticos . .
176 Caso3 . . . . . ..
1.77 Casod . . . ..
1.7.8 Exercicios . . . . . .. ...

2 Referéncias



Edited by Foxit PDF Editor

Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010

For Evaluation Only.

Lista de Figuras

= O 00 ~J O U i W N —

Exemplo48. . . . . . . .. 60
Exemplo 48. . . . . . ... 60
Exemplo 50. . . . . . ... 63
Exemplo 50. . . . . . ... 63
Exemplo 51. . . . . . ... 65
Exemplo 51. . . . . . ... o 65
Exemplo 52. . . . . . ..o 66
Exemplo 52. . . . . . ..o 66
Exemplo 61. . . . . . . . ... 86

Exemplo 61. . . . . . . . .. 87



Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

1 Integral

1.1 Antidiferenciacao

Vocé ja estd familiarizado com operacoes inversas. Adigao e subtracao, mul-
tiplicagao e divisao, potenciacao e radiciacao sao operacoes inversas. Nesta
secao, vamos desenvolver a operacao inversa da diferenciacao chamada de
antidiferenciagao.

Definicao 1. Uma fungao F' serd chamada de antiderivada de uma
fungdo f num intervalo I se F'(z) = f(z) para todo x em I.

Ilustragao 1. Se F' for definida por
F(z) = 42 + 2® + 5,
entao, F'(x) = 1222 + 2z. Assim, se f for a funcao definida por
f(z) =122* + 2z,

logo, afirmamos que f é a derivada de F' e que F' é uma antiderivada de f.
Se G for a fungao definida por G(x) = 4z + 2% — 17 entdo, G também sera
uma antiderivada de f, pois G'(x) = 1222 + 2z. Na realidade, toda fungao
cujos valores funcionais sao dados por 43 + 22 + C, onde C' é uma constante
qualquer, ¢ uma antiderivada de f.

<

Em geral, se uma fungao F' for antiderivada de uma funcao f num inter-
valo I e se a funcao G for definida por

onde C' é uma constante arbitraria, entao
G'(x) = F'(z) = f(x),

e G também serd uma antiderivada de f no intervalo I.

APOSTILA INTEGRAL 5)
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Teorema 1. * Se f e g forem duas fungoes, tais que f'(z) = ¢'(z) para
todo x no intervalo I, entao havera uma constante K, tal que

f(z) =g(z) + K, para todo x em I.

%ver prova na pagina 286, Livro :“O Célculo com Geometria Analitica”, 3% edicao,
Louis Leithold.

Teorema 2. ¢ Se F for uma antiderivada particular de f em um intervalo
I, entao toda antiderivada de f em [ serd dada por

F(x)+C, (1)

onde C' é uma constante arbitraria e todas as antiderivadas de f em [
poderao ser obtidas de (1), atribuindo-se certos valores a C.

%ver prova na pagina 287, Livro :“O Caélculo com Geometria Analitica”, 3* edigao,
Louis Leithold.

Antidiferenciagao é o processo de encontrar o conjunto de todas as
antiderivadas de uma dada fungao. O simbolo [ denota a operagao de anti-
diferenciacao e escrevemos

/ F(@) do = F(z) + C, @)

onde

d(F(x)) = f(x) dr. (3)

De (2) e (3) podemos escrever

De acordo com essa formula, quando antidiferenciamos a diferencial de
uma funcao, obtemos a prépria funcao mais uma constante arbitraria. Assim,
podemos considerar que o simbolo de antidiferenciagao [ significa a operagao
inversa da operacao denotada por d para o calculo da diferencial.

Se “F(x)+C” for o conjunto de todas as fungoes cuja diferencial é f(x) dx,
também serd o conjunto de todas as fungoes cujas derivadas sao f(x). Assim

APOSTILA INTEGRAL 6
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sendo, a antidiferenciacao é considerada como a operacao de encontrar o
conjunto de todas as funcgoes, tendo uma dada derivada.

Como a antidiferenciacao é a operacao inversa da diferenciacao, os teo-
remas sobre antidiferenciagao podem ser obtidos dos teoremas sobre diferen-
ciacao. Assim sendo, os teoremas a seguir podem ser provados a partir dos
teoremas correspondentes da diferenciagao.

/dx::v+0.
/af(x) dx:a/f(x) iz,

onde a é uma constante.

Teorema 3.

Teorema 4.

O Teorema 4 estabelece que para determinar uma antiderivada de uma
constante vezes uma funcao, achamos primeiro uma antiderivada da funcao,
multiplicando-a, em seguida, pela constante.

Teorema 5. Se f; e fy estao definidas no mesmo intervalo, entao

/[f1(56) + fo()] do = /fl(x) dx—l—/fg(x) d.

O Teorema 5 estabelece que para determinar uma antiderivada da soma
de duas funcoes, achamos primeiro a antiderivada de cada uma das fungoes
separadamente e entao, somamos os resultados, ficando subentendido que
ambas as fungoes estao definidas no mesmo intervalo. O Teorema 5 pode ser
estendido a um numero qualquer, finito, de fungoes.

Teorema 6. Se fi, fa, ..., f. estdao definidas no mesmo intervalo,

/[clfl(x) +cafo(z) 4+ ...+ cnfu(2)] de =

:cl/fl(x) dx+02/f2(x) dm—l—...—i—cn/fn(x) iz,

onde ¢y, ¢s, ..., ¢, sa0 constantes.

APOSTILA INTEGRAL 7
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Teorema 7. * Se n for um ntmero racional,

l.n+1
/x”dx:n+1+0, n # —1.

%ver prova na pagina 289, Livro :“O Caélculo com Geometria Analitica”, 3* edigao,
Louis Leithold.

Exemplo 1. Aplicando o Teorema 7, calcule para valores especificos de n:
1. [2? dx;
2. [2® dx;

«
—
|
U

8

4. [ Yz dx.

Solucgao:

2 a?
fx d:1:=§—|—0;

—_

4

2.f:£3d:1:=%—|—0;
1 . x 2 x ! 1
3.fﬁda:—fx dx—_2+1+C—_—1+C——5—I—C7
1 [L'%Jrl ZL‘% 3 4
st 3

APOSTILA INTEGRAL 8
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Exemplo 2. Utilize os Teoremas 3 até 7 para antidiferenciar [(3z + 5) dz.

Solucao:

/(Sx +5)dr = /BI dx + /5 dx (pelo Teorema 5)

= 3 / x dr + 5/ dx (pelo Teorema 4)
2
= 3 <% + C’l) + 5(x + Cy) (pelos Teoremas 7 e 3)

= ng + 52 + (3C) + 5Cy).

Como 3C + 5Cy é uma constante arbitraria, ela pode ser denotada por
C; assim, o resultado pode ser escrito como

3
5:52 + 5z + C.

Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada.

3
D, <§$2+5$+C’> =3z+5.

Exemplo 3. Calcule

/(53:4 —82° +92° — 22 +7) dx.

Solucao:

/(5x4—8x3+9x2—2x+7) dr =

= 5/w4dx—8/x3dx+9/x2d:v—2/xdx+7/ dx

I5 ZL’4 3 2

T T

= -2t 43—+ T+ C.

APOSTILA INTEGRAL 9



Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Exemplo 4. Calcule

Solucao:

/\/5<x+i> e —

Exemplo 5. Calcule

5t + 7
/ e
t3

Solucao:

5t2 4+ 7
/ o= s
t

w|

APOSTILA INTEGRAL 10
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Os teoremas para a antiderivada das funcgoes seno e cosseno seguem ime-
diatamente dos teoremas correspondentes para diferenciacao.

Teorema 8. ¢
/senx drx = —cosz + C.

%yer prova na pagina 291, Livro :“O Célculo com Geometria Analitica”, 3% edicdo,
Louis Leithold.

Teorema 9. ¢
/cos:c dr =senx + C.

%yer prova na pagina 291, Livro :“O Célculo com Geometria Analitica”, 3% edicdo,
Louis Leithold.

Os teoremas a seguir sao consequéncias dos teoremas para as derivadas
das funcoes tangente, cotangente, secante e cossecante. As demonstracgoes
também sao imediatas, obtidas com o calculo da derivada do segundo membro
das férmulas.

Teorema 10.
/sec2a: dr =tanx + C.

Teorema 11.
/cos.ec2 z dx = —cotanz + C.

Teorema 12.
/Seczvtan$ dr = secx + C.

Teorema 13.

/cosec zcotanx dr = — coseczx + C.

APOSTILA INTEGRAL 11
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Exemplo 6. Calcule

/(3 secrtanz — 5 cosec’ r) dx.

Solucgao:
Aplicando os Teoremas 12 e 11,
/(3secxtanx — 5cosec’ 1) dv = 3/secxtan:c dz — 5/cose(:2x dx

= 3secx — 5(—cotanzx) + C
= 3secx + Scotanx + C.

As identidades trigonométricas sao frequentemente usadas quando
calculamos antiderivadas envolvendo fungoes trigonométricas. As oito iden-
tidades fundamentais a seguir sao cruciais:

sen x cosec r = 1; cotan r = cos T,
)
sen
; sen
anx = : 2 I
oS T tan“x + 1 = sec” z;
sen’x + cos’z = 1;
= 1 tanx cotanx = 1;
cosrsecx = 1; cotan?z + 1 = cosec? z.

Exemplo 7. Calcule

dx.

2cotanx — 3sen? x
senx

Solucao:

dz =

2 cotanx — 3sen’x
sen x

APOSTILA INTEGRAL 12
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sen? x

1
= 2/ . cotan d:z:—3/ dx
sen x sen T

= 2/cosecxc0tanx dx—S/senx dx

= 2(—coseczx) —3(—cosx)+C (dos Teoremas 13 e 8)
= —2cosecx +3cosx + C.

|
Exemplo 8. Calcule
/(tan2 x + cotan® z + 4) dz.
Solucgao:
/(tan2 x + cotan® x 4 4) dr =
= /[(sec2 x — 1)+ (cosec® v — 1) + 4] dw
= /sech dx+/cosec2$ da:—l—Q/ dz
= tanx — cotanzx + 2z + C (dos Teoremas 10 e 11).
|

Frequentemente, em aplicagoes envolvendo antidiferenciacao, desejamos
encontrar uma antiderivada especifica que satisfaca determinadas condigoes
chamadas inicial' ou lateral?, conforme elas ocorrem no ponto inicial ou
para os pontos extremos do intervalo de definicao da variavel. Por exemplo,
se uma equacao envolvendo g—g for dada, bem como a condic¢ao inicial de que
y = y; quando x = x1, entao depois que o conjunto de todas as antiderivadas
for encontrado, se x e y forem substituidos por z; e y;, iremos determinar
um valor especifico da constante arbitraria C'. Com esse valor de C, uma
determinada antiderivada é obtida.

também conhecida como condicao de Cauchy.
2também conhecida como condicdo de contorno, de fronteira ou de extremos.

APOSTILA INTEGRAL 13
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Ilustragao 2. Suponha que desejemos encontrar uma determinada fungao
y(x) satisfazendo a equagao
dy
o=
(ou seja, uma antiderivada da funcao f(z) = 2z) e a condicao inicial de que
y = 6 quando =z = 2. Da férmula

2

Y= /293 dz, temos y =22+ C. (4)
Em (4), substituimos = por 2 e y por 6, obtendo
6=4+C=C=2.
Quando esse valor de C' é substituido em (4), obtemos
y=1"+2,

que da a antiderivada desejada. <

Exemplo 9. Em qualquer ponto (x,y) de uma determinada curva, a reta
tangente tem uma inclinagao igual a 4z —5. Se a curva contém o ponto (3, 7),
ache sua equagao.

Solucao:
Como a inclinagao da reta tangente a uma curva em qualquer ponto (x, y)
é o valor da derivada nesse ponto, temos

dy
dx

y = /(4$—5)d:{;

2
y = 4(%)—5x+0

y= 222 —5x+C. (5)

= 4xr -5

APOSTILA INTEGRAL 14
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A equagao (5) representa uma familia de curvas. Como queremos deter-
minar uma certa curva dessa familia que contenha o ponto (3, 7), substituimos
x por 3 ey por 7 em (5), obtendo

7 = 209 -53)+C
7 = 18-15+C
Cc = 4
Substituindo C' por 4 em (5), iremos obter a equagao da curva pedida,

que é
y = 22% — 5 + 4.

[ |
Teorema 14. N
/ o dg = = +C
Ina
Exemplo 10. Calcule [e” dz.
Solucgao:
De acordo com o Teorema 14,
eit
/exdmz +C=e"4+C.
Ine
[ |
1
Exemplo 11. Calcule [ = dz, para z > 0.
x
Solucgao:
1
/— dx = (Inz) + C, para x>0,
x
. 1
pois (Inx + C) = —.
x
[ |
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1.1.1 Exercicios

1. Faca a antidiferenciacao e, calculando a derivada de sua resposta, ve-
rifique o resultado.
(i)

/ 32t du. (i)

(0) /(3—2t+t2)dt.

(b) /(4:103 — 32% + 62 — 1) da.
. / 227 dx. "

/ % dx. /(89[;4 + 42% — 62° — 42 + 5) du.
(d) ; 1)

/ 7 & /(2 + 322 — 82°) du.
©) (m)

/ Bu? du. CSE;:; de.
(f) (n) /

/ 10922 da. / o8z
(g) (0) o
7 g

) Ve /(4 cosec x cotan x + 2 sec® x) dz.

[

/(3 cosec’t — 5secttant) dt.

APOSTILA INTEGRAL 16
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2. Encontre a antiderivada.

(b)

" / 6t°V/t dt. /
/

/79(:3\/5 dx.
(c) = 2?4 4r —4
/(41:3 +2?) da. V- i
@ Y e
/ (3u° — 2u®) du. R dy.
(e) (0
/?f’(2y2 —3) dy. / (*ﬁ + %) dr.
0 2 273 — 1
/:&(5 — 2?) dx. / \/E_ dt.
(8) (a)
/\/E(x +1) dz. /(3 sent — 2cost) dt.
(r)
v /(ax2 + bx + ¢) du. /(5 cosx —4senx) dx.
i (s)
§ / (22 — z) da. ) ,
| /(2cotan 0 — 3tan20) do.
/ (\/_ N %) dz. 1) / 3 tan 600_826082 0 "

APOSTILA INTEGRAL 17



Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

1.2 Algumas Técnicas de Antidiferenciacao

Muitas antiderivadas nao podem ser encontradas diretamente com a aplicacao
dos teoremas vistos na Secao 1.1. Entao, faz-se necessario aprender certas
técnicas que podem ser usadas no céalculo de tais antiderivadas. Nesta secao
serao apresentadas técnicas que requerem a regra da cadeia para a anti-
diferenciacao e aquelas que envolvem uma mudanga de variavel.

Iustragao 3. Para diferenciar (1 +22)! aplicamos a regra da cadeia para
a diferenciacao e obtemos

D, L—lo(l + :EQ)N] = (14 2% (27).

Suponha que desejamos antidiferenciar (1 4+ 2?)%(2z). Entao, precisamos
calcular

/(1 + 22)°(2z dx). (6)

Para chegarmos a um procedimento que possa ser usado em tal situacao,
seja
g(z) =14 2? e  ¢(z)dr=2xdux. (7)

Entao, (6) pode ser escrita como

Jla@Plg ) ds) ®)

Do Teorema 7,

1
9, _ L 10
/u du—lou +C. (9)
Observe que (8) é da mesma forma que o primeiro membro de (9). Assim,
1
Jl@ls'@) de) = lot) + C.
e com g(z) e ¢'(z) dx dados em (7), temos

/(1 + 2?27 dr) = %(1 + )P + C.

APOSTILA INTEGRAL 18
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Teorema 15. A Regra da Cadeia para a Antidiferenciacao *: Seja g uma
funcao diferenciavel e seja o intervalo I a imagem de g. Suponha que f
seja uma funcao definida em I e que F' seja uma antiderivada de f em 1.
Entao,

/ Fg@)ld' (@) da] = Flg(x)) +C.

%yer prova na pagina 296, Livro :“O Célculo com Geometria Analitica”, 3% edicao,
Louis Leithold.

Como caso particular do Teorema 15, a partir do Teorema 7, temos a
formula da poténcia generalizada para antiderivadas que serd enunciada a
seguir.

Teorema 16. Se g for uma funcao diferenciavel e se n for um nimero
racional,

lg(a)]™

C ~1.
nal 16 n#

[l @) ds) =

Exemplo 12. Calcule

/\/3m—|—4 dz.

Solucao:
Para aplicar o Teorema 16, escrevemos primeiro

/\/395 4 do = /(3:c +4)2 da.
Observamos que, se
g(x) =3x+4, entao ¢ (v)dr=3dx. (10)

Logo, precisamos de um fator de 3 que acompanhe dz para dar ¢'(z) dx.
Assim sendo,

=

/(3x+4>% dr = /(3x+4) %(3 i)

= %/(Sm—i-ll)

APOSTILA INTEGRAL 19
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Do Teorema 16, com g(z) e ¢'(z) dx dados por (10), temos

1 1 (3z+4)2
-/(3x+4)é(3 ) = L B L
3 3 3
2 3
= §(3x+4)2 +C.
|
Exemplo 13. Ache
/x2(5 + 22°)® dax.
Solucao:
Observe que, se
g(w) =5+ 22°, entdio  ¢'(v) dv = 627 dx. (11)
Como

/x2(5 +22°)® do = /(5 + 22°)%(2? dw),

precisamos de um fator 6 que acompanhe z? dx para obter ¢'(z) dx. Assim,

escrevemos .
/:c2(5 +22°)® dr = 6 /(5 + 22°)% (627 dx).

Aplicando o Teorema 16 com g(z) e ¢'(z) dx dado em (11), obtemos

1 1 2x3)?
6/(5+2x3)8(6x2 dz) = a.erC
= 5—14(5—1—2303)9—1—0.

A regra da cadeia para antidiferenciagao (Teorema 15) é

[ flota)ly (@) do] = Fg(a) + C.

onde F' é uma antiderivada de f. Se nessa formula f for a funcao cosseno,
entao F' serd a funcao seno e teremos

/mmmwwmzmmm+c (12)

APOSTILA INTEGRAL 20
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Exemplo 14. Calcule
/ zcosz? dz.

Solucao:
Se

g(x) = 2, entao  ¢'(z) dx = 2z dz. (13)

Como

/xcos v? dr = /(cos 2?)(x dzx),

precisamos de um fator de 2 acompanhando z dz para obter ¢'(z) dz. Assim,

1
/;Ecos 2? dr = 5 /(cos %) (22 dz).

Aplicando (12) com g(z) e ¢'(x) dx dados por (13), iremos obter

1 1
5 /(cos 23 (2x dr) = 5 sen 2?4+ C.

|
Exemplo 15. Calcule
/ 422 dx
(1 —8x3)*
Solucao:
Como D, (1 — 8x3) = —24x? dz, escreveremos
4% dx a4, o
1
= 4(—= 1 —82%) 74 (—24a2
(24>/( 8x%) " (—24x* dx)
1 (1—8a%)73 1
6 3 YT Ba—ssp "
[ |
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Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Observagao: Os resultados de cada um dos exemplos resolvidos ante-
riormente podem ser verificados através do calculo da derivada da resposta.
Em um exemplo resolvido anteriormente tinhamos

1
/x2(5 +22%)® do = 5—4(5 +22°)° 4 C.

Verificando por diferenciagao, obtemos
D i(5 +22°)%| = 1 9(5 4 22°)%(627) = 22(5 + 22%)®
“ 154 54 '

Algumas vezes é possivel calcular uma antiderivada apds efetuarmos a
mudanca de uma variavel, conforme mostra o Exemplo 16.

Exemplo 16. Calcule

/mQ\/l + x dx.

Solucao:
Sejau =1+ ; du = dx; r=u—1.
Temos

/x2\/1+xda: = /(u—1)2u§ du

= /(u2 —2u+ l)u% du

7 5 3
uz uz uz
= 7 2.5tz +C
2 2 2
2 4 2
= 41+@%—5u+@%+5u+@%+a

Observacao: Um método alternativo para a solu¢ao do Exemplo 16 é
tomar
v=+V1+uz; vi=1+u2;

r=0v?—1; dxr = 2v dv.
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O calculo, entao, é feito da seguinte forma:

/@%ﬁ?im:: /@2 12 v (20 do)

= 2/v6dv— /U4dv—|—2/1)2dv
2 o 2
= ? 5’U +3U +C
2 4 2
= ?(1+x)%—5(1+x)g g(1+az:)3+0.

Verificando por diferenciagao, obtemos

2 4 2
= (1+2)F —2(1+2)2 +(1+2)?
= (1+2)2[(1+2)?—2(1+2)+1]
= (142)2[l+2z+2>—2—2z+1]
= 22 1+=x

Exemplo 17. Calcule

/sen\/E I
N3
Solucao:
1
ejau=+/r e u NG x
Logo,

o = ofenie ()

= 2/senu du = —2cosu+ C = —2cosv/z + C.
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Exemplo 18. Calcule

/sen V1 —cosx dx.
Solucgao:
Sejau=1—cosx e du = senx dzx.
Assim,

/senx\/l—cosa: de = /ué du

2
2 3
= 5(1 —cosz)2 + C.

Exemplo 19. Calcule
/tanx sec’ z dx

por dois métodos: (a) Faga u = tanzx; (b) Faga v = secz; (c) Explique a
diferenga nas respostas de (a) e de (b).

Solucao:

(a) Se u = tanz, entao du = sec® x dr. Temos

/tanxsec2x de = /u du

= —tan’z + C.
Qanx—f—
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(b) Se v =secx, entdo dv = secx tanx dr. Assim,

/tanxsec2 rdr = /sec z(secx tanx dx)

= /vdv

U2

= 34‘0

1
= §seCZm—I—C’.

2 2

(c) Como sec?z = 1+ tan®z, as fungdes definidas por §tan’z e §sec?x
diferem por uma constante e, assim sendo, cada uma serve como anti-
derivada de tan z sec? z. Além disso, podemos escrever

1 1
§sec2x+C’ = é(tanzx—i-l)—i-C'
1 1
= —tan’z+-+C
5 tan a:—|—2+
= §tan r+ K, ondeK:§+C.

|
Exemplo 20. Seja o # 0 uma constante. Verifique que
1
/e‘” der = —e* 4+ C.
Q@
Solucgao:
I 1
|:_eax:| — [eax]/ — eaza — eaac
Q Q@ Q
Assim,
/eax dr = —e* + C
|
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Exemplo 21. Calcule [e** du.

Solucgao:
De acordo com o Exemplo 20,

1
/eax dr = —e* + C,
o
logo,
1
/GQI dr = —e** + C.
2
[ |

Observacao: Uma outra forma de resolver o Exemplo 21 ¢é fazendo
uma mudancga de varidavel. Sendo u = 2x, du = 2 dx. Fazendo a substituicao
em [ €** dz, temos que

d 1 1 1
/e”7u:§/eudu:§e“+02562$+0.

Exemplo 22. Seja a # 0 uma constante. Verifique que

1
/cosax dr = —senazx + C.
o

Solucgao:
/
{ :| N 1 / =
—senax| = —sen' ar . (ax) = cosar.
«
Assim,
1
/cosax dr = —senax + C.

«
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Exemplo 23. Calcule

/ cos 3z dx.
Solucao:

De acordo com o Exemplo 22,

1 1
/cosax dr = —senax + C = gsen3x+C.
o

Observacao: Uma outra forma de resolver o Exemplo 23 é fazendo
uma mudancga de varidvel. Sendo u = 3z, du = 3 dx. Fazendo a substituicao
em [ cos3x dz, temos que

d 1 1 1
/cosu ?uzg/cosu du:gsenu—l—C:gsenZ’)x—i—C.

Exemplo 24. Calcule

/ sen bz dx.
Solucgao:

Seja u = 5z, du = 5 dx. Fazendo a substituicdo em [ senbz dr, temos
que

d 1 1 1
/senu Eu: g/senu du:—gcosu+C:—chS5x—l—C.
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Exemplo 25. Encontre

/x3 cos(z* + 2) dx.

Solucgao:

Fazemos a substituicdo u = z* + 2 porque sua diferencial é du = 42> dx,
que, & parte do fator constante 4, ocorre na integral. Assim, usando 2% dx =
%‘, fazendo uma mudanca de variavel, temos

: 1 1
/x‘scos(x4+2) dr = /cosu 1 du:é—L/cosu du

1
= = C
4senu +

1
= 1 sen(z! +2) + C.

|
Exemplo 26. Calcule
[=="
—— dx
1 — 4x?
Solucao:
Seja u = 1 — 422, Entao du = —8z dx, portanto = dx = é du e
x
——dr = —— [ —=du
/ V1 — 4x? /
= /u 2 du
8
1 1
= —5(2\/6) +C = —Z\/1 — 42?2 + C.
|
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Exemplo 27. Calcule

/ tanz dzx.
Solucgao:

Vamos escrever primeiro a tangente em termos de seno e cosseno:

sen
/tanx dx :/ dzx.
cos T

Isso sugere que devemos substituir u = cosz, visto que du = —senx dx
e, portanto, senx dr = —du:

sen x du

/tanxdm = / de =— | —

cos T u

= —Infu/+C=—In|cosz|+C.

[ |
Uma vez que —In|cosz| = In(|cosz|™') = In (@) = In|secz|, o

resultado do Exemplo 27 pode também ser escrito como

/tanx dr =1In|secz| + C.
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1.2.1 Exercicios

1. Efetue a antidiferenciagao.

(a) (k)

(b) ) e
/\373357_4 dz. \/ﬁ
N / V6 — 2z da. " /(q;? — 4 +4)5 du.
(d) / (n) /
Vo + 1 dr. /325 — 5 du.
(e) (0)
/ V2T =0 da. / T T2 dr.
(f) (p)
t dt
/Sx\/m dx. s
() (a) o
/xz(x?’ —1)¥ da. /ﬁ
h r
v /x(2:c2 +1)° du. ; /:1:3(2 — 2312 da.
' [t T [T
(i) S (t)
/m- /(:&“ +3)i2° da.
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(w) (%) )
/cos 46 d6. /§t cos 4t dt.
(v) ) (v)
/sen §I dx. /sec2 Sx dx.
(w) (z)
/6x2 sen z° dz. /cosec2 20 db.

2. Encontre a antiderivada.
(a)
/ y cosec 3y” cotan 3y* dy. (i) /

cos’tsent dt.
b )
(b) o ()

/T sec” 1" dr. /sen300089 do.

(c) (k)
/cos r(2senx)” dr.

/ 4dsenx dx
(1+ cosz)? () L
5 COS ZZE
(e) / 200850

/ 1
1 d sen -~ x
/1/1—1— — = !
3r x (m)
() / cos 3x Jr
/ 1 ] dt v1—2sen3x
Ve 2

(n)

/(tan 21 + cotan 2z)* dz.

(g) sec? 3v/t "
/2senxm dz. o / Vi
(h) / (22 + 27) dx
Vi 4322+ 1

/sen 2242 — cos2x dzx.
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(v)
/m(a:Q + 1)V4 — 222 — 24 dx.

(q) /(H%) (tQt—;l) o

/ z(3z* +1) dx (W)
(3z% + 222+ 1) / B da
(r) (22 + 4)% '
/ V3 +s(s+1)% ds. (x)
/ (y+3) dy . T
B-y)s y
(t) /senxsen(cos x) dx.

/(2t2 +DFRdE ()
(u)

/secxtana:cos(sec x) dx.

3
r2

/(ré +2)*t dr

3. Calcule a antiderivada das fungoes e verifique sua resposta por de-
rivacao.

(a) (f)
/em dx. /e‘/ﬂ dz.

(b) (8)

/em dx. /sen 2z dx.

cos bz dx.

/ G + ei> da. | /sen4t dt.
/

cos 7t dt.
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/cos V3t dt.
1 1
R 2 )
/(2 2cos a:) dz
1
/(m—l—gcos?)x) dz.
2
/sen T de
CcoS X
1 1
/(§ COSSZB—?SGD'?:B) dzx.
1 3z
56 +sen3z | dx.
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1.3 Integracao por Partes

Da férmula da derivada do produto de duas funcoes obtemos um método
de integracao muito 1util chamado integragao por partes. Se f e g forem
funcoes diferenciaveis, entao

Da[f(z)g(x)] = f(z)g'(x) + g(x) [ (x)
& f(2)g'(x) = Du[f(2)g(x)] — g(2) f'(x).

Integrando ambos os membros, iremos obter

[ @@ do = [ Dlr@gta) do - [ o@)f (@) do

/f@W@NMZf@M@%i/M@f@MM- (14)

Chamaremos (14) de férmula de integragao por partes. Para propdsitos
de calculo existe uma maneira mais conveniente de escrever essa férmula, to-
mando

u=f(z) e wv=g()

Entao
du= f'(z)de e  dv=g'(x)dur.

Assim sendo, (14) torna-se

/udv:uv—/vdu. (15)

Essa férmula expressa a integral [ u dv em termos de uma outra integral,
J v du. Escolhendo adequadamente u e dv, pode ser mais fdcil calcular a
segunda integral do que a primeira.

Quando escolhemos as substitui¢oes para u e dv, em geral pretendemos
que dv seja o fator do integrando mais complicado do que se possa
integrar diretamente, ¢ que u seja uma fungao cuja derivada seja
uma funcao mais simples.
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Exemplo 28. Calcule

Solucgao:

/:z:lnx dx.

Para determinar quais as substituicoes para u e dv, deve-se ter em mente
que para encontrar v é preciso saber integrar dv. Isso sugere que dv = x dx

e v = Inz. Entao,

x? dx

v=—+C} e duy = —.

Da férmula (15),

/wlna: de =

2 T

x? x? dz
hlﬂ? (?—FCl)—/(E—FCl)?

2 1 d
%lnx+Cllnx—§/xda:—Cl ad

x
2 2

%1nx+Cllnx—%—Cllnx+C’2

1

§x2 Inz — leQ + Cs.

No Exemplo 28, observe que a primeira constante de integracao C; nao
aparece na resposta final. (' foi usada somente para mostrar que todas as
escolhas de v da forma %12—1—01 produzem o mesmo resultado para [ zInz dz.
Essa situacao é valida em geral e provamos isso da seguinte forma: escrevendo
v+ Cy na férmula (15), teremos

/udv

_ u(v—l—Cl)—/(v—l—Cl) du

= uv—f—C’lv—/vdu—C’l/du

= uv+01u—/vdu—01u

= uv—/vdu.

Assim sendo, é desnecessario escrever C7 quando calcularmos v a partir

de dv.
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Observagao: A resposta do Exemplo 28 pode ser escrita como

1 1
§I2(1H$ - 5) +C.

Esse resultado pode ser verificado calculando a derivada de um produto.

D, [%zQ(lnx - 1)} _ %;ﬁ (i) i (lnx _ %)

= = lnz — =
Qx—i—xnx 2x

= zlnz.

Exemplo 29. Calcule

/ ?e” dr.
Solucgao:

. ~ 2 ~
Usamos integracao por partes com dv = ze® dx e u = 2. Entdo,

v = —¢ e du = 2z dzx.

Da férmula (15)

1 1
/3:36””2 dr = z° (§6z2) —/ (56“:2) 2x dx
1
— 27 /:re$2 dx
2

1 1
= §x26z2 - 56962 +C.
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Exemplo 30. Calcule

/ xcosx dr.
Solucao:

Seja u = x e dv = cosz dzr. Entao,

du = dx e v =senz.

/mcosm de = msenm—/senm dx

= xsenx +cosx + C.

Assim,

Observacao: No Exemplo 30, se para u e dv tivéssemos escolhido
U = COST e dv =x dx,

entao,

du = —senz dzx e v = —x°.

Assim,

z? 1 9
rcosx dr = Ecosx—l— 3 z°senx dx.

A integral do segundo membro é mais complicada do que a que tinhamos
inicialmente, indicando assim que as escolhas feitas para u e dv nao sao boas.

Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicacoes da
integracao por partes.

Exemplo 31. Calcule

/ z%e® du.
Solucgao:

Seja u = 22 e dv = €* dx. Entao,

du = 2z dx e v=¢e".
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/x2ex dr = z%e” — 2/xem dz.

Vamos aplicar a integragao por partes ao segundo membro. Seja = x e
dv = e* dx. Entao,

Temos assim,

du = dx e v =e".
Obtemos assim,
/xe’” dr = xe“—/e’” dz
= ze® — "+ C.

Logo,

/x2ew dr = z%e" —2(xe” —e" + C)

= z%e” — 2xe® + 2¢° + C, onde C =-2C.
[ |

A integracgao por partes ¢ frequentemente usada quando o integrando
envolve logaritmos, fungoes trigonomeétricas inversas e produtos de
funcgoes.

Exemplo 32. Calcule

/tan_1 z dzx.
Solucgao:

Seja u = tan"!'x e dv = dx. Entao,

dx
1+ 22

d
/tan_lxdx = xtan_lx—/ rar
1+ 22

1
= ztan 'z — éln(l + %) + C.

du =

Assim,
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Exemplo 33. Calcule

/ e*senzx dx.
Solucgao:

Seja u = ¢e* e dv = senx dr. Entao,
du = e* dx e v = — COS .

Logo,
/ew senx dx = —e® cosz + /e”" cosz dx.

A integral do segundo membro é semelhante a primeira integral, exceto
que em vez de senz temos cosx. Aplicamos a integracao por partes nova-
mente, sendo u© = e€* e dv = cosx dr. Entao,

du = €e* dx e T =senx.

Assim,

/ezsenx dr = —e®cosx + (egcsenx—/exsenx dx).

Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro. As-

sim, se somarmos
/ e*senz dx

a ambos os membros da igualdade, teremos
Q/exsenx dr = —e* cosx + e*senx + 2C.

Observe que o segundo membro da igualdade acima tem uma constante
arbitraria, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida. KEssa
constante arbitraria foi escrita como 2C'; assim, quando dividirmos por 2 os
membros da igualdade, a constante arbitraria na resposta sera C. Assim
temos

1
/e‘” senz dr = éez(senx —cosz) + C.
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Ao aplicarmos a integracao por partes em uma dada integral, um deter-
minado par de escolhas para u e dv pode funcionar, enquanto que outro par

pode falhar.
Observacao: No Exemplo 33, na etapa em que tinhamos

/ef‘senx dr = —excos:v—i-/excosx dx,

se calcularmos a integral a direita tomando u = cosz e dv = e*cosx dz,

temos
du = —senz dx e T =¢".

Assim, iremos obter

/exsen:p dr = —e*cosz + (excostr/exsenx dx)
= /ezsenxdx.
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1.3.1 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.

() ()

/xeg’” dz. /x2 Inz dx.

(b) (k)

p / _wet
/xcos 2z dx. (:c n 1)2
(c) 1)
/xsecxtanx dz. /x2 sen 3z dx.
(d) (m)
/$3x dx. /senxln(cos x) dx.

/lnx dx. /sen(lnx) dr.
/sen_1 w dw. /e“"’ cosx dx.
/(111:6)2 dx. /:13%””2 dx.

23 dx
V1—a22

xsec? z dr.

(i) (r)

/:Etan_lx dzx. /sen 2z dz.
ex
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62:(:
/ dzx.
V1 —¢e*

t -1
cotan™t /2 s
Vz

/cos_1 2x dx.

/cos Ve dx.

/t:cm_1 Vv do.
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1.4 Integracao de Poténcias de Seno e Cosseno

Vamos considerar quatro casos de integrais indefinidas envolvendo poténcias
de seno e cosseno, conforme as poténcias sejam pares ou impares.

/ sen" u du ou / cos" u du,

onde n é um inteiro impar.

14.1 Caso 1l

Exemplo 34. Calcule

/ cos® x dz.
Solucao:

/cos3x dx:/cos z(cosx dx) / (1 —sen®x)(cos z dx)
/008395 dx = /Cos:c dx — /sen x cosx dx. (16)

Para a segunda integral do lado direito de (16) observe que sendo D, (senz) =
cos x dx, temos

1
/sen2 x(cosx dx) = 3 sen’ z + C.

Como a primeira integral do lado direito de (16) é senz + Cs,

. 1
/COSdiL‘ dr =senx — gsen?’x—i—C.
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Exemplo 35. Calcule

/ sen® x dr.
Solucgao:

/sen5x de = /(sen2 r)?senz dw

= /(1—cos2x)236nx dx
= /(1—20082$+c084x)senm dx
= /Senx dx—Q/cos rsenx da:+/cos rsenx dx

= —cosx+2/cos z(—senz dr) /cos x(—senzx dr)

2 3

= —cosx+ -cos®xr — =—cos®x + C.
3 5

1.4.2 Caso 2

/ sen” x cos™ x dx,

onde pelo menos um dos expoentes é impar.
A solucao desse caso é semelhante a do Caso 1.

Exemplo 36. Calcule
/ sen® x cos* z dzr.

Solucgao:
/ sen® rcos'x dr = / sen’ x cos* z(sen x dx)

= /(1 — cos? x) cos® z(sen x dr).
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/Sen3xcos4x dr = /cos4zvsenx dr — /congssena: dx

I 5 I
= ——cos’x+ =cos'z+C.
5 7

1.4.3 Caso 3

/ sen” u du e / cos” u du,

onde n é um inteiro par.
O método usado no Caso 1 e no Caso 2 nao funciona nesse caso. Usaremos
as seguintes identidades trigonométricas:

9 1 — cos2x 9 1+ cos2x
sen” r = ———— e cos” T = ———.

2 2

Exemplo 37. Calcule

/sean dz.
1-— 2
/sen2:p dr = /%dw

1 1
= §$—L—Lsen2$+0.

Solucgao:

1.4.4 Caso 4

/ sen” x cos™ x dx,

ambos m e n sao pares.
A solugao deste caso é semelhante a do Caso 3.
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Exemplo 38. Calcule
/ sen® x cos* x dr.

Solucgao:
/ sen® x cos? r dx =

/ 1 — cos2z 1+ cos2z 2

= dx
2 2
1 1 1 1

= —/dx+—/c082xdx——/cos22x dm——/cos32xdx
8 8 8 8

1 1 1 /1 4 1
= —x+—sen2:p——/de——/(l—seBQQx)cos2x dx

16 8 2 8

sen 2x T sendxr 1

8

x 1 2

§+ 16 —E—W—g/cos%:dxjtg/sen 2x cos2x dx
x

16

sen2r sendxr sen2x  sen® 2z

T % o1 16~ wm ¢
_ x+sen32m_sen4x+0
16 48 64 '

Exemplo 39. Calcule
/ sen’ z cos? x du.

Solucgao:
Se usarmos a identidade sen x cosx = % sen 2x, teremos

16

1 1 — cosdz >
T 16 (T> dr.

1
/ sen‘zcostz dr = — [ sen*2z dx
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2
/Sen4xcos4:c dr = l M dx
16 4
= 6i4 alx—gi2 cos 4zx dx+6i4/cosz4x dx
o sen4x 1 1+ cos 8z
61 128 el 2
T sen 4x T sen 8x

64 128 18 T 10ma T
B 3x _ sen 4x n sen 8x LC
128 128 1024 '

O Exemplo 40 envolve um outro tipo de integral contendo um produto
de seno e cosseno.

Exemplo 40. Calcule
/ sen 3x cos 2z dx.

Solucgao:
Vamos usar a seguinte identidade trigonométrica:

1
SeN ML COSNT = o sen(m — n)x + 5 sen(m + n)x.

1 1
/sen?)xcost dr = /(ﬁsenx+§sen5x> dx
1 d —1—1 S d
= = n — n
5 senz dx 5 sen bz dx

1
coST — 1—Ocos5x+C'.
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1.4.5 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.
(a) (k)
/ sen* z cos = dz. / sen’? z cos® z dz.

(b) (1)

6
/sen5xcosx dzx. /cos x dx.

(c) (m)

/cos 4z sendx dx. /Sen xcos’x dx.
(d) (n)
/ cos® —x sen :L‘ dz. / sen? 2t cos* 2t dt.
(e) (o)
/ sen® z dx. / sen? 3t cos® 3t dt.
(f) (p)
/sen2 3z dx. / cos zsen® 2z dz.
(2) (a)
/sen z dz. cos’ 3z d
- .
v/sen 3x
(h) (r) 1 1
/COS x dz. /sen3 Y cos? oL dy.

/cos —x dx. /cos4xsen3x dz.

3 3
/Sen x cos’ x dx. /sen 2x cosdx dx.
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/ sen 3y cos by dy.
/ costcos 3t dt.

/(Sen 3t — sen 2t)? dt.

/ sen x sen 3z sen dx dx.
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1.5 Integracao de Poténcias da Tangente, Cotangente,
Secante e Cossecante

Vamos lembrar as seguintes formulas envolvendo tangente, cotangente, se-
cante e cossecante:

/tanu du =1In|secu| + C.
/secu du =In|secu + tanu| + C.
/seczu du = tanu + C.
/Secutanu du = secu + C.
/cotanu du =In|senu| + C.
/cosecu du = In | cosec u — cotan u| + C.
/cosecQu du = — cotanu + C.

/Cosec wcotanu du = — cosecu + C.

Com essas férmulas e as identidades trigonométricas
2 o2 2. 2
14 tan”u = sec” u e 1 4+ cotan® u = cosec” u,

é possivel calcular integrais da forma
/ tan™ usec” u du e / cotan™ u cosec” u du, (17)

onde m e n sao inteiros nao-negativos.
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Exemplo 41. Calcule: (a) [ tan?x dz; (a) [ cotan® x dz.

Solucao:

(a)

/taan de = /(SGC2$—1)d1}
= /seczxdx—/dx

= tanxz —z + C.

/cotan2 rdr = /(cosech — 1)dx

= /cosecQ:v dx—/dx

= —cotanx —x+ C.

[ |
Vamos distinguir agora os vérios casos das integrais da forma (17).
1.5.1 Caso 1
/ tan" u du ou / cotan” u du,
onde n é um inteiro positivo.
Escrevemos,
t n _ n—2 2 n _ n—2 2
an"u = tan “wtan’u cotan”u = cotan’ “wucotan®u
= tan" 2 u(sec® —1); = cotan™ % u(cosec? —1).
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Exemplo 42. Calcule
/ tan® x dz.
Solucgao:
/tan3x de = tan z(sec’ x — 1)dx

tan z sec® x dr — /tanx dx

tan®z + In | cos x| + C.

Il
wl»—*\\

[ |
Exemplo 43. Calcule
/cotan4 3z dx.
Solucao:
/ cotan’ 3z dx / cotan? 3z (cosec’® 3z — 1)dw
/ cotan? 3z cosec? 3z dx — / cotan® 3z dx
1 2
= 5(— cotan® 3x) — [ (cosec® 3x — 1)dx
1
= —§ cotan® 3z + 3 cotan 3z + z + C.
[ |
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1.5.2 Caso 2

/ sec” u du ou / cosec” u du,

onde n é um inteiro par positivo.
Escrevemos

sec"u = sec" 2usec’u
n—2

= (tan’u+1) 2 sec’u;

cosecu = cosec” 2w cosec® u
n—2

- (cotam2 u+1) 2 cosec? u.

Exemplo 44. Calcule

/ cosec® z dz.
6 _
cosec’ x dx =

= /(cotan2 z + 1) cosec’ v dx

Solucao:

= / cotan® x cosec® x dx + 2 / cotan® x cosec’ x dx + / cosec’ z dx

2
= _5 cotan® x — § cotan® z — cotan + C.

1.5.3 Caso 3

/ sec" u du ou / cosec” u du,

onde n é um inteiro impar positivo.
Para integrar poténcias impares de secante e cossecante, usaremos inte-
gragao por partes.
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Exemplo 45. Calcule

/ sec® x d.
Solucgao:

Seja u = secx e dv = sec® x dx. Entao,

du = secxtanx dx e v =tanzx.
Logo,
/sec3x dr = secxtanx—/secxtan2x dx
= secxtanz — /sec z(sec’ x — 1)dx
= secxtanx—/sech dx—l—/secyc dx.
Somando

/ sec x dx

2/sec3x dr = secztanz + In|secz + tanz| + 2C

a ambos os membros, obtemos
3 1 1
sec’w dr = §secxtanx—l—§ln\secx+tanxl+6’.

1.5.4 Caso 4

tan™ usec” u du ou cotan™ wu cosec” u du
)

onde n é um inteiro par positivo.
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Exemplo 46. Calcule
/ tan® x sec* r dx.

Solucgao:

tan® z(tan? z + 1) sec’ z dx

/tan5xsec4x dr = /

tan® :L’—i-étan x4+ C.

tan” 2 sec? da:+/tan5xse62x dz
1
8
1.5.5 Caso 5

/ tan™ usec” u du ou / cotan™ u cosec” u du,

onde m é um inteiro impar positivo.

Exemplo 47. Calcule
/ tan® zsec” z dx.

Solucao:
/tan5 rsec x dr =

= / tan® z sec® x sec x tan = dx
= /(SGC2 x — 1)%*sec® z(sec v tan z dr)

= /seclox(secxtanx dx) — 2/sec x(secx tanx dx) + /sechs(secxtan:U dx)

! 2 +1 +C.
= —sec'z — Zsec®r + —sec’x
11 9 7
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1.5.6 Caso 6:

/ tan™ usec" u du ou / cotan™ u cosec™ u du,

onde m é um inteiro par positivo e n é um inteiro impar positivo.
O integrando pode ser expresso em termos de poténcias impares de se-
cante ou cossecante. Por exemplo,

/tan2 rsec’ v dv = /(sec2 r — 1)sec® x dx

= /sec5x dm—/secgm dz.

Para calcular cada uma dessas integrais usamos integracao por partes,
conforme foi indicado no Caso 3.
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1.5.7 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.

(k)

" / tan® 52 dz. /6 e
/ .

sec? (Inx)

(1)
(b)

/ cotan® 4t dt.
(m)

tan® z sec? = dx.

/x cotan? 222 dz.

(n) /
j

@ tan® z sec® x du.
/e’” tan®(e”) du. ©)

! /cotan3t dt. /(Sec 52 + cosec 5x)* dz.

" )

() // e / (tan 2z + cotan 2z)? dx.
cotan® 2z dz. (a)

" [

. //8ec x d. (r) /% -
cosec’ z dux. (s)

0 [

/sec5 x dx. (t)
/tan5 3z dx.
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tany
— d
secd®y
du
1 4 sec %u
cosect x
—2 d(L‘.
cotan“ x
sec® x
7 dzx.
tan® x
2
sen’ mx
5 dz.
cosb mx

3(1 6(1
/tan (Inz)sec’(Inx) .
x
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1.6 Integracao por Substituicao Trigonométrica
Se o integrando contiver expressoes do tipo
2 — 2, va?+ u?, ou Vu?-—a?,

onde a > 0, em geral é possivel efetuar a integragao através de uma substi-
tuicao trigonométrica que levara a uma integral envolvendo funcgoes trigono-
métricas. Vamos considerar cada forma como um caso separado.

a

1.6.1 Caso 1

O integrando contém uma expressao da forma v/a? — u2, onde a > 0.
Vamos introduzir uma nova variavel # tomando

u = asenb,

onde Ogﬁgéw se u>0 e —%7?§«9<O se u<0.
Entao du = acos@ db, e

vaz—u?2 = a? — a?sen?
= a*(1 —sen20)

= aVcos?0.

Como —%7‘(‘ <0< %7‘(‘, cosf > 0. Entao Vcos26 = cosf, e

Va2 —u? =acosb.

Como senf = = e —%71’ <fg< %71’,

Exemplo 48. Calcule

/m

Solucgao:
Sejaszsen@,ondeO<0§%Wsem>06—%7r§8<086x<0.
Entao dzr = 3cosf db e

vV9—22 = v9—9sen?f
3V cos? 0
= 3cosd.
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Logo,
V9 — 22 3cosb
/Tda: = /9sen29(3 cos 6 df)
= /cotan2 0 db
= /(COSGC2 0 —1)do
= —cotanf — 60+ C.
Como sen f = %x e —%’ﬂ' <fg< %’ﬂ', 0 =sen! %ZB Para encontrar cotan,

consulte a Figura 1 (para > 0) e a Figura 2 (para z < 0). Observe que em

ambos os casos cotan f = —V9;"’32. Logo,
V9 — a? V9 — a? L
——dev=———"——sen S +C.
x x 3
_l’_
3
xr
0
V9 — x? +
x>0

Figura 1: Exemplo 48.

<0

Figura 2: Exemplo 48.
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Exemplo 49. Calcule
x
/ — dx.
V3 —2x — x?

Solucao:
Podemos transformar o integrando em uma funcao para a qual a substi-
tuicao trigonométrica é apropriada completando o quadrado:

3—2r—2"=3—(2"+22)=3+1—- (2 +2z+1)=4— (z + 1)~

Isso sugere a substituicao u = z + 1. Entao du = dx e © = u — 1, assim
x u—1

————dr = | — du.

/\/3—2:/5—1’2 V4 —u?

Agora substituimos u = 2senf, obtendo du = 2cosf df e V4 —u? =
2 cosf. Dessa forma,

2 —1
/\/% der = /ﬂ2cosﬂd9:/(25en9—l) do
—2x —x

2 cos
= —2cosf0—0+C
= —Vi—@ s (5) 4 C
= —V3—21r—22—gen! (x_gl)—l—C’.

1.6.2 Caso 2

O integrando contém uma expressao da forma v/a? + u2, onde a > 0.
Introduzimos uma nova variavel 6 fazendo

u = atané,

onde 0§9<%7r se u>0 e —%71’<8<0 se u<0.
Entao du = asec? 6 df, e

Va2 +u? = Va?+a?tan?6
av/'1+ tan?0
= aVsec?0.
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Como —%7‘(‘ <0< %7?, secf > 1. Assim vsec?6 = secl, e
Va? + u? = asech.
Como tanf = % ¢ —i7m < 0 < 17, temos que
a 2 27 y

U
0 =tan"! —.
a

Exemplo 50. Calcule

/\/352 +5 dz.

Solucgao:
Substituimos z = v/5tanf, onde 0 < 0 < %W sex>0e —%W <0 <0se
xr < 0. Entao dr = v/5sec?6 db e

2245 = +/btan?0+5
V5Vsec? 0
= 5sech.

Logo,

/mdx = /\/gsece(\/gseCQG do)

= 5/sec30 do.

Usando o resultado do Exemplo 45, temos
5 5
/\/1:2 +5dr = isecﬁtanﬁ + 51n|se09 +tand| + C.

Determinamos sec f da Figura 3 (para z > 0) e da Figura 4 (para z < 0),

onde tanf = \/ig Em ambos os casos vemos que sec = —szf;f’ Logo,
5 V22+5 = 5 »?+5 =z
Va2 +5dey = - — . —+-In|——+4+ —=|+C
/ 2 V5 V52 Vi Vs
1 5 5
= éx\/:c2+5+§ln]\/x2+5+x]—§ln\/5+0

1 5
= §x\/m2+5—|— iln(\/x2+5+x)+01.

Observe que substituimos —gln\/g + C pela constante arbitraria C'.

Além disso, como vx? + 5+ x > 0, retiramos as barras de valor absoluto.
|
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+
24+ 5
xr
0
_I_
v x>0
Figura 3: Exemplo 50.
_|_
V5
¢ +
xr
245
<0

Figura 4: Exemplo 50.

1.6.3 Caso 3

O integrando contém uma expressao da forma vu? — a?, onde a > 0.
Introduzimos uma nova variavel fazendo

u = asech,

onde 0§9<%7r se u>a e 7T§9<%7T se u< —aq.
Entao du = asecOtanf df e

u2 —a? = Va?sec?l — a?
= a*(sec?0 —1)

= aVtan?4.

Como 0 <6 < imourw <0< 3w tanf > 0. Assim, Vtan?f = tand, e

temos
Vu? —a? = atand.

Como sec = % e § estd em [0, 17) U [r, 37),

L
0 =sec ! —.
a
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Exemplo 51. Calcule

dz
N

Solucgao:
Seja x = 3secH, 0ndeO<9<%Wsex>3e7r<9<g7rsea:<—3.
Entao dx = 3secftan df e

22 -9 = +/9sec20 -9

= 3Vtan?0
= 3tand.
Logo,
dx B / 3secftand do
BV —9 27sec3 0 . 3tan 0
1 2
= 5 cos“ 0 db
1
= (1 4+ cos 260)db
1

1
5—4(9 +senfcosf) + C.

1
= 5—4(9—i-§ser126) +C =

Como secf = %x e 0 esta em (0, %7‘(‘) U (, %7‘(’)7 temos que # = sec™! %x

Quando z > 3, 0 < 0 < %71’, obtemos sen f e cosf da Figura 5. Quando
r< =3, m<0< %W, obtemos senf e cosf da Figura 6. Em ambos os casos

sen ) = —””i_g e cosf = % Logo,
d 1 Vaz—-9 3
- (st XY 2 4
x3v/x2 —9 54 3 T T
1 L X x? —
= = C
505¢ 37T g T
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x >3

Figura 5: Exemplo 51.
N

-3 7]
N
-
—Vx2-9
—x
r < —3

Figura 6: Exemplo 51.

Exemplo 52. Calcule
/ dx
Va2 —25

Solucao:
Seja x = 5sech, 0ndeO<8<%ﬂsex>5e7r<0<%7rsex<—5.
Entao dz = 5secftanf df e

Va2 —25 = V25sec?2f — 25
= 5Vtan?6

= bHtand.

/ dx B /SSeCHtaHGdH
2—25 5tan @

= /sec@ do

= In|secf + tand| + C.

Logo,
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Para encontrar tan 6, consulte a Figura 7 (para = > 5) e a Figura 8 (para

Vz2-25
5

r < —5). Em ambos os casos, sec) = £ e tanf = . Temos entao,

d 2-25
/_ﬂf _ ln£+_v$'+o
Va?z—25 5 5
= In|lz+ Va2 —-25|-In5+C
= In|x + Va2 — 25|+ C}.
+
x
x? — 25
(7]
5 =+
r>5
Figura 7: Exemplo 52.
+
0
—5 )
+
—vx2—25
- < -5

Figura 8: Exemplo 52.
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1.6.4 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.

() (k)

(b) O 2 dt
[ | v

(© (m) .

(@) 2 () o
/\/;:Jr@dm' /\/4x+x2'

(c) d ) dx

() (p) i
/mdu- /(5—4x—a:2)3'

(g) ] (a) o

(h) N (r) s

(i) . 5
[wrm =i

3
2

dx In® w
(4+ x2) —=— dw.
wy/ In®w — 4
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/ dz
(22 — 62+ 18)2

/ et dt
(€2t + et + 7)% .

/\/16—6” p
- dx.
e$
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1.7 Integracao das Funcoes Racionais por Fracoes Par-
ciais
1.7.1 Quando o denominador tem somente Fatores Lineares

Da definigao de fungao racional, H sera racional se H(z) = %, onde P(x)

e Q(z) sdo polinomios. Se o grau do numerador nao for menor do que o
grau do denominador, temos uma fragao imprépria e, nesse caso, dividimos
o numerador pelo denominador até obter uma fragao propria, isto é, uma
fracao cujo numerador tenha grau menor do que o grau do denominador.
Por exemplo,

a* —102* +3z+1 3x —23
=" -6+ ———.
x? —4 x?—4
Assim, se quisermos integrar
/:174—10:E2—|—3a:—|—1
dx,
x2—4

o problema se reduz a integrar

3r — 23
2

Em geral, entao, estamos interessados em calcular integrais do tipo
x

/4
Qz
onde o grau de P(z) é menor do que o grau de Q(x).

Para fazer isso, em geral é necessario escrever % como a soma de
fragoes parciais. Os denominadores das fragoes parciais sao obtidos fa-
torando Q(z) num produto de fatores lineares e quadraticos onde os fatores
quadraticos nao tém zeros reais. Algumas vezes pode ser dificil encontrar
esses fatores de Q(z); porém, um teorema de Algebra Avancada estabelece
que teoricamente isso sempre pode ser feito.

Ap6s fatorar Q(x) num produto de fatores lineares e quadréticos, o método
de determinar as fracoes parciais ird depender da natureza desses fatores.
Vamos considerar separadamente os varios casos. Os resultados de Algebra
Avancada fornecem a forma da fragao parcial em cada caso.

;da:,
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1.7.2 Caso 1
Os fatores de Q(x) s@o todos lineares e nenhum é repetido. Isto é,
Q(z) = (a1 + by)(agx + ba) . .. (apx + by,),

onde nao existem dois fatores idénticos. Nesse caso escrevemos

P(ZL‘) Al AQ An
= + o
Q(z)  azr+b  asxr+by an,x + by,

onde A;, A, ..., A,, s@0 constantes a serem determinadas.
Observe que na igualdade acima usamos = (que se 1é idéntico) no lugar
de =, pois trata-se de uma identidade.

Exemplo 53. Calcule
(x—1)
—————— dx.
/ B —z2—or

Solucao:
Para calcular

(x—1)
— 7 d
/ TR
fatoramos o denominador obtendo

x—1 B x—1
3 —22—2r xz(x—2)(x+1)

Assim,

(18)

(x—1) A B C
-+ —F+ .
z(x—2)(z+1) =z x—2 z+1
Como (18) é uma identidade, deve ser valida para todo = exceto 0, 2 e
—1. De (18),
r—1=A(x—-2)(z+1)+ Bz(x+ 1) + Cx(x — 2). (19)

A igualdade (19) é uma identidade valida para todos os valores de x
inclusive 0, 2 e —1. Queremos encontrar as constantes A, B e C'. Substituindo
x por 0 em (19), obtemos

—1:—2A<:>A:%.
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Substituindo z por 2 em (19), obtemos
1=6B& B= !
- =z
Substituindo x por —1 em (19), obtemos
2
—2=3C&C= ~3

Ha um outro método para encontrar os valores de A, B e C. Se no
segundo membro de (19) agruparmos os termos,

z—1=(A+B+C)2*+ (—A+ B —20)z — 2A.

Como temos uma identidade, os coeficientes do primeiro membro devem
ser iguais aos coeficientes correspondentes do segundo membro. Assim,

A+B+C = 0
—A+B-2C
—2A = -1

Resolvendo essas equagoes simultaneamente, obtemos A = %, B = % e
C' = —2. Substituindo esses valores em (18), teremos

x—1
z(z —2)(z+1)

_2
3

[N

1
_ 2
=24 + :
r x—2 x+1

Assim, a integral dada pode ser expressa da seguinte forma:

/ z—1 p 1 dx+1/ dx 2/ dx
—_——dxr = — - — - —
3 — a2 — 2 2 T 6/ z—2 3) xz+1

1 1 2 1
= §1n|x|+61n|x—2|—§1n|x—|—1|—|— InC

6
1
= 6(31n|x|—|—ln|w—2]—4ln\x—|—1\—|—lnC)
B lln Ca3(x —2)
6 (x4 1)%

APOSTILA INTEGRAL 71



Edited by Foxit PDF Editor
Copyright (c) by Foxit Corporation, 2003 - 2010
For Evaluation Only.

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I

Exemplo 54. Calcule

/ 2+ 2x—1
dx.
223 + 322 — 22

Solucao:

Como o grau do numerador é menor que o grau do denominador, nao
precisamos dividir. Fatoramos o denominador como

20° + 3% — 20 = x(22° 4+ 3x — 2) = x(2z — 1) (v + 2).

Como o denominador tem trés fatores lineares distintos, a decomposicao

em fragoes parciais do integrando tem a forma
22+ 2 —1 A B C
=+ + .
z2x —1)(z+2) =z 2x—1 z+2

Para determinar os valores de A, B e C multiplicamos ambos os lados

dessa equagao pelo produto dos denominadores, x(2z — 1)(x + 2), obtendo

24+ 22 —1=A2r —1)(z +2) + Bx(z +2) + Cz(2z — 1).  (20)

Expandindo o lado direito de (20) e escrevendo-a na forma padrao para
os polinémios, temos

2 +22—-1=(2A+ B+2C)2* + (344 2B — O)x — 2A. (21)

Os polinémios de (21) sdo idénticos, entdo seus coeficientes devem ser
iguais. O coeficiente de 22 do lado direito, 24 + B + 2C, deve ser igual ao
coeficiente de 2% do lado esquerdo, ou seja, 1. Do mesmo modo, os coeficientes
de x sao iguais e os termos constantes também. Isso resulta no seguinte
sistema de equagoes para A, B e C":

2A+ B+ 2C 1
3A+2B-C = 2
—2A = —1.
Resolvendo, obtemos A ==, B = %, C= —1—10, e assim

1
5 B
/ 2?4+ 21 —1 q / 1 1+1 1 1 1 g
r = — .=+ - - — . x
213 + 312 — 2x 2 r 5 2r—1 10 xz+2
1 1
= —Injz|+ —=In|2z - 1| — 1—01n|x+2|+0.
Ao integrar o termo do meio, fizemos mentalmente a substituicao u =
2z — 1, que resulta em du = 2 dx e dx = %“.
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1.7.3 Caso 2

Os fatores de Q(x) s@o todos lineares e alguns sao repetidos.
Suponha que (a;x + b;) seja um fator que se repete p vezes. Entao, cor-
respondendo a esse fator havera a soma de p fragoes parciais

Ay Ay Ayq A,
+ — 4.t . ,
(a;x +b)P  (a;x + b;)P (a;x + b))% ax+b;
onde Ay, As, ..., A,, sao constantes a serem determinadas.

Exemplo 55. Calcule

(z° — 1)
/x2(x— 27 dz.
Solucao:

A fracao no integrando pode ser escrita como soma de fragoes parciais da
seguinte forma:

-1 _A /B C D | E
2(x—2)8 22 o (x—-2P3 (z—-22 x-2

Multiplicando ambos os membros de (22) pelo minimo miltiplo comum,
teremos

® —1= Az — 2)° + Bx(x — 2)> + C2® + Da*(z — 2) + Ex*(z — 2)%. (23)

(22)

Substituindo x por 2 em (23), obtemos
7

Substituindo x por 0 em (23), obtemos

1
—1=-8A&A=-.
8

Substituimos esses valores de A e C' em (23) e expandindo as poténcias
dos binoémios, teremos
1 7
? -1 = g(x3—6:v2—{—1233—8)+B:E(a:3—6x2—|—12$—8)+Z:BQ—J-
+Dz? — 2Dx* + Ex*(2® — 4z + 4)

8
w
|

—_

Il

1 3 7
(B + E)z* + (§—63+D—4E)x3+(—Z+1QB+Z—2D+4E)x2+

—l—(;—SB):L’—l.
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Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, obtemos

B+FE =0
%—6B+D—4E =1
3 7
——+12B4+-—-2D+4EF = 0
4 4
3
- -8B = 0.
2
Resolvendo, obtemos
pod p_® . g B
16 4 16

Assim,

B dx+3 dx+7/ dx +5/ dx _3/ dx
8 16 4) (=23 4) (-2 16) -2

1 3 7 5) 3
= o+ iz —2(+C
Y. + —In|x| — 9 161r1|9(: | +
—11a? +17:L'—
= — |+ C.
8z (x — 2)? ‘ *
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Exemplo 56. Calcule

dx.

/x4—2x2+4x+1
3 —a?—z+1

Solucgao:
A primeira etapa é dividir. O resultado da divisao de polinémios é

2t — 222 +4x +1 14 4x
= .
d—a?—az+1 w3 —x?—r+1

3

A segunda etapa é fatorar o denominador Q(z) = 2* — 2% — x + 1. Como

Q(1) = 0, sabemos que x — 1 é um fator e obtemos

P-4+l = (a-D@*-1)=@—-1—-1)(z+1)
= (v —1)>*x+1).

Como o fator linear x — 1 ocorre duas vezes, a decomposicao em fracoes
parciais é

4z A B C

G- 12@+D) o—1 (@12 241
Multiplicando pelo minimo denominador comum, (z — 1)*(z + 1), temos
4 = Alx—1)(z+1)+Bl@+1)+Cz—1)*
(A+C)2*+ (B-2C)x+ (-A+ B+ O).
Agora igualamos os coeficientes:
A + C =0
B-2C =
-A+B+ C = 0.

Resolvendo, obtemos A =1, B=2e C' = —1. Assim,

42244 1 1 2 1
/I AT dr = /{xjtl—l— + }d:v
T

-2 —z+1 —1 (z—12 z+1

2
= x—+x+ln\x—1|———ln]w+1]+0
2 x—1
x? r—1
= — - 1 C.
g T x—1+11x+J
[ |
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Exemplo 57. Calcule
du
w2 — a2

1 A B

Solucao:

w?—a?2 wu—a u+a

Multiplicando por (u — a)(u + a), obtemos

1 = Alu+a)+ B(u—a)
1 = (A+ B)u+ Aa — Ba.

Igualando os coeficientes, teremos

A+B = 0
Aa — Ba =

Resolvendo simultaneamente, obtemos

1
A=— B=——.
2a ¢ 2a
Logo,
/ du 1 du 1 du
w—a?2 2 ) u—a 2a) u+ta
1 1
= %ln|u—a|—%ln|u—l—a|+0
1 _
= —1In v-a + C.
2a u—+a

O tipo de integral do Exemplo 57 ocorre com uma frequéncia tal que
justifica ser dado como féormula. Trata-se de uma simples integragao por

fragoes parciais.
du 1
il
ut—a 2a
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Se tivermos

escreveremaos,

Essa integracao sera também dada como férmula.

u—+ta LC.

du B 11
az—u2_2an

u—a
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1.7.4 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.

24dr—1
(a) /Hg—m da.
/’ dl‘ xr° — T
a2 — 4 (k)
dx
(b) 2 /—x% e
z° dx
/ ?+x—6 1) )
— 1
(c) /?’1’3—9”‘; da.
/5x -2 dr T —
x2—4 (m)
2
(d) / ¢ —3x -7 .
/ 4 — 2 (2x +3)(z+1)2
dx.
x3 —x? — 2 (n)
¥ dw — 11 / 26? 1)
/ w — . (t+2)2%(t+1)
2w? + Tw — 4 (0)
(f) /ﬂ d
/ 02— 26t 5 (2 —42 7~
3t2—-5t—2 (p)
(®) 62— %0 1 / 502~ 1la+5
pe © —da? 50 —2
(h) (a)
2+ +2 d
21 ™ /x4+3x3—5x2—4x+17dw
. 3 2 _ '
(1) ] x>+ 5r + 3
27 + 3z 204 — 27 + 1
/—2$5 — i dx.
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/ —2423 4+ 3022 + 52z + 17
T.
Ot — 623 — 1122 +4x + 4

/ dx
1624 —8z2+1°
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1.7.5 Quando o denominador contém Fatores Quadraticos

A discussao de integracao de fungoes racionais por fragoes parciais continua
com dois casos onde o denominador contém fatores quadraticos irredutiveis.
Um fator az? + bx + ¢ sera irredutivel se uma equacao a® + bx + ¢ = 0 nao
tiver rafzes reais, isto ¢, b*> — 4ac < 0.

1.7.6 Caso 3

Os fatores de Q(x) sao lineares e quadraticos, e nenhum fator quadratico é
repetido.

Correspondendo ao fator quadratico axz? + bx + ¢ no denominador, temos
uma fracao parcial da forma

Ax + B
ar? +bxr+c’

Exemplo 58. Calcule

/ 22— 2z —3
dx.
(x —1)(22 + 22+ 2)

Solucao:

A fracao no integrando pode ser escrita como a seguinte soma de fragoes
parciais:

r? —2x —3 Az + B C
5 = + : (24)
(x—=1)(2x24+2x+2) 22+2x+2 z-1

Multiplicando ambos os membros de (24) pelo minimo denominador co-

mum, teremos

2 — 20— 3= (Az + B)(z — 1)+ C(z* + 22 + 2). (25)

Podemos calcular C' substituindo = por 1 em (25) e obtendo
4
—4=5C«&C= —%

Substituimos C' por —% em (25) e multiplicando o segundo membro, ob-

temos
4 8 8
2_9p—3=(A—--|2? B—A— - ——-—B.
T z—3 ( 5)35 +( 5>x—|—( 5 )
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Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x, teremos

4
A—- =1
5
B-A-S = o
)
8
——-——B = -3
5
Logo,
A:9 e B—Z
5 5t

Substituindo os valores de A, B e C' em (24), teremos

2 9 7 _ 4
x° —2x — 3 =T+ ¢ =

(P +20+2) P20 42 a1

Assim,

/ ¢ =2 —3 dr —
(x—1)(z2+22x+2)

_9/ z dx +Z/ dx _4/ dx (26)
5 ) 22422+2 5) a2422+2 5 ) x—1

Para integrar

T dr
22+ 22+ 2’
vemos que a diferencial do denominador é 2(z + 1)dz; assim, se somarmos e
subtrairmos 1 no numerador, iremos obter

9/ x dz _9/(a7—|—1)dm 9/ dx
5] 22420 +2 5) 22422 +2 5 ) 22422 +2°

Substituindo essa desigualdade em (26) e combinando os termos, teremos

/ ¢ —2x —3 do —
(x — 1)(x2 + 2z + 2) v

9 1/2(:E+1)dx_2/ dx 4/ dx

572 ) 224+2x+2 5) 2242x+2 5) x-1
9 2 dx 4

= =1 22 + 2 —  Chz-1

m n|z® + 2z + 2| — /(x—|—1)2—|—1 5n\x |

9 2 8 1
= 1H|5L“ +2£E+2|——tan_l(.’lr—i—l)——ln’x—l’-{-—lnc

10
1, |C(2? +2x+2) 2

= 1 ~ Ztan Yz + 1).
10 n’ (- 1) 5lan (z+1)
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Observacao: No Exemplo 58 podemos evitar algumas passagens, se,
em vez de (24), expressarmos a fragao original como
2% —2x —3 D2z +2)+E F
(x —1)(z2+ 22+ 2) 22+ 22 42 r—1

Escrevemos D(2z + 2) + E em vez de Az + B, pois
22 + 2 = D,(2% + 22 + 2).
Entao, resolvendo para D, E e F', obtemos
D = 2, E=_2 e F= 2
10 5 5
resultando em

9 1/2($+1)dx 2/ dx 4/ dx
5 2) x2242x+2 5) 224+22+2 5 ) x—1

diretamente.

Exemplo 59. Calcule

/2x2—x+4d
——— dx.
3 + 4z

Solucgao:
Como z° + 4z = z(2* + 4) nao pode mais ser fatorado, escrevemos

20> —r+4 A Bx+C

z(z? +4) ' 244
Multiplicando por z(x? + 4), temos

20° —x+4 = A(@*+4)+ (Bx+O)x
= (A+ B)2® + Cz +4A.

Igualando os coeficientes, obtemos
A+ B =2, C=-1 e 4A = 4.

Entao A=1, B=1, C = —1 e, dessa forma,
212 — x + 4 1 z-1
= T dr = — dx.
/ B tdr /(x+x2+4> ’
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Para integrar o segundo termo, o dividimos em duas partes:

r—1 T 1
dr = dz — dz.
/x2+4 v /m2+4 v /x2+4 v

Fazemos a substituicdo v = 2% + 4 na primeira das integrais de modo que
du = 2z dx. Calculamos a segunda integral usando a férmula

d 1
/—x = —tan! <§> +C,
2+a? a a

com a = 2:

202 — x4+ 4 1 x 1
/—x(:v2+4) dr = /;dm+/x2+4da:—/x2+4dx

1 1
= lIn|z| + 5 In(z? +4) — Etan_l <;> +C.

Exemplo 60. Calcule

/ 422 — 32+ 2
——  dx.
4% — 4 + 3
Solucao:

Como o grau do numerador nao é menor que o do denominador, primeiro
dividimos e obtemos

4o =3z +2 L= 1
42 — 4z +3 dx?—dw+3
Observe que o termo quadratico 4a? — 4z + 3 é irredutivel, porque seu
discriminante é b* — 4ac = —32 < 0. Isso significa que este nao pode ser

fatorado, entao nao precisamos usar a técnica de fragoes parciais.
Para integrar a funcao dada completamos o quadrado no denominador:

4o® — 4o+ 3= (20— 1)* + 2.
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Isso sugere que facamos a substituicao u = 2z — 1. Entao, du = 2 dx e
= 3(u+1). Assim,

/4m2—3x+2d / . rx—1 d
— dx = - T
4?2 — 4 + 3 4?2 — 42 + 3

1 (3 1)—1 1 -1
= :v—i——/&du:m—i——/u du

2 u? + 2 4 | u2+2
+1/ U 1/ 1
= x — N
4 ) w242 4 ) w242
1 1 U
= z+-In(’+2)—>. —ta _1<—)+C
1

V2

1.7.7 Caso 4

Os fatores de Q(x) sao lineares e quadraticos e alguns dos fatores quadréticos
sao repetidos.

Se az? + bx + ¢ for um fator quadrético de Q(x) que se repete p vezes,
entdo, correspondendo ao fator (axz? + bz + ¢)P, teremos a soma das p fragoes
parciais:

AllL‘ + B1 AQZL‘ + B2 4 ApI + Bp
(ax? +br+c)p  (ax?+br+cp~t  ax?+br+c

Observagao: Se o denominador contém o fator (z* — 5z + 2)3, corres-
pondendo a esse fator,

Az + B n Cx+D n Ex + F
(22 — bz +2)* (22 —5x+2)2 22—-5r+2

ou, de forma mais conveniente,

A2z —-5)+ B C(2x—5)+D+E(2x—5)+F
(22 =5z +2)3 (22 —b5x +2)? 2 =5 +2
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Exemplo 61. Calcule

Solucgao:

x—2 é+B(2x—4)+C’+D(2x—4)+E
r(x2 —4r+5)2  x (22 —4x+5)? 2 —4x+5

Multiplicando ambos os membros dessa relagao pelo minimo denominador
comum, teremos

v—2 = A(2® —4x+5)*+2(2Br—4B+C)+x(v* —dx+5)(2Dx—4D+E) (27)

v — 2= Ax* +16A2® + 25A — 8Ax® + 10Az* — 40Ax + 2Bx* — 4Bz + Ca+
+2Dz* —12D2® + Ex® + 26Dx?* — 4E2* — 20Dz + 5Ex
z—2=(A+2D)a" + (—8A — 12D + E)z* + (26A + 2B + 26D — 4E)x2*+

+ (=40A — 4B + C — 20D + 5E)z + 25A. (28)

O valor de A pode ser calculado de (27), substituindo x por 0. Se igua-
larmos os coeficientes em (28) e resolvermos simultaneamente as equagoes
resultantes, iremos obter

2 1 1 1 4
A=-, B=: C=z D=5 e E=-—o
Logo,
/ (r—2)dov dx 1/ (2x — 4 +1/ dx N
r(z? —4a +5)2 —4513—{—5 5) (2?2 —4x +5)?
1 [(2x—4)dx 4 dx

"% 2 —det5 /) 2—dz15

/ (x —2) dx 2 In 2] 1 +1 / dx N
=——Inlz —
w(z? —4x+5)2 25 5(x? —4x+5) 5 ) [(2% —4x+4)+1]?

4 dx
—1 4 S . 29
nlet — 4z +5 25/(x2—4x+4)—|—1 (29)
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Vamos calcular separadamente as integrais do terceiro e quinto termos do
segundo membro de (29),

dx dx
/[(x2_4a:+4)+1]2:/[(m_2)2+1]2'

Sejax—2:tan9,ondeO§9<%ﬂsexZQe—%w<9<Osex<2.
Entao dz = sec?0 df e (x —2)* + 1 = tan?6 + 1. Logo,

dx B sec?d db
/ [(z—2)2+12 / (tan®6 + 1)2
B sec? 0 do
N / sect
[ dp
- / sec2 0
= /0052 0 do

1 20
L e,

0 1
= —+ -sen20+ C}

2 4
0 1
= 5—1— §sen9c089+01.

Como tanfl =z —2 e —37 < 0 < 3m, § = tan"'(z — 2). Encontramos
senf e cosf da Figura 9 (se x > 2) e da Figura 10 (se z < 2). Em ambos os
casos

r—2 1
senf = —-—— e cosl) = —o— .
Vaz -4z +5 VvVt —4x +5
+
V2 —4x +5
T — 2
V]
: +
x> 2

Figura 9: Exemplo 61.
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vVrl—4x+5 z <2

Figura 10: Exemplo 61.

Assim,
dx 1 1 x—2 1
= —tan (z—2)+ = . . +C
/[(:c—2)2+1]2 2 (r=2)+5 Vil —dr+5 Va?—dr+5
dx 1 1 xr—2
= = - -2 .
/[(m—2)2+1]2 qlan @ =2+ oy TG (0

Considerando agora a outra integral no segundo membro de (29), teremos

/(x2—4;li4)+1 - /@:—Zﬁ

dz 1
/(x2—4x+4)+1 = tan (v —2) + Cs.

Substituindo essa relacao e (30) em (29), teremos
/ (x—2)dv
r(2? — 42+ 5)2

2 o Jaf ! T ) [ L
= ——lInlz| - — tan"'(z —
25 5% — 4z 15) ' 10 10(22 — 4z + 5)

1 4
+—In|z? — 42 + 5| — —tan"'(x — 2) + C

25 25
1 22 —4x+5 3 x—4

S Y s D C
ST ‘ T A ey s
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Exemplo 62. Escreva a forma da decomposicao em fragoes parciais da
funcao
4+t +1
oz —1) (a2 +x+ 1) (22 +1)3

Solucao:
34+ 2? 41 o
zx—1) (22 +x+1)(22+1)3
—A+ B N Cx+ D Ex+F Gr+H Iz +J
T orz—1 22441 22+1 0 (22+1)2 (224 1)%

Exemplo 63. Calcule

/ 1—x+ 222 — a3
dz.
z(x? 4+ 1)2

Solucgao:
A forma da decomposicao em fracoes parciais é

1—x+22% —2° A+B:c—|—C+Dx—|—E
z(x? +1)2 r 2241 (22+1)2

Multiplicando por x(z? + 1)?, temos
2?4227 —x+1 = A@*+ 1)+ (Br+C)z(2® + 1)+ (Dx + E)x

Al + 202 + 1)+ B(a* +2°) + O(2® + ) + Da* + Ex
= (A+B)x'+C2*+ (2A+ B+ D)2* + (C + E)x + A.

Se igualarmos os coeficientes, obteremos o sistema

A+B=0, C=-1, 2A+B+D=2  C+E=-1, A=1,
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que tem a solugago A =1, B=—-1,C=-1,D =1e E=0. Entao

/1—x+2x2—x3d / 1 ZL’+1+ x p
r = - T
x(z? 4 1)2 x x2+1  (x241)2

B /d_x_/ T da:—/ dx +/ T dx
B x 2?2 +1 2?2 +1 (22 +1)2
1

1
_ 2 -1
— 1n|;1:]—§ln(as +1)—tan x—m+0.
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1.7.8 Exercicios

1. Calcule a integral indefinida.

()

3
() / i da.
dx At 4+ 423 4+ 22 v
/ 203 + o (k)
o) [E==tih
/ x+4 423+
—— dx.
z(x? +4) (1)
(C> dx / 223 — 9z dr
/16x4—1' (22 +3)(2? — 22 + 3)
(d) (m)
x? — 4 —4 523 — 22 4+ 152 — 10
dx.
/x3—2x2+4x—8 v / (22 — 22+ 5)2 dz.
(e) (n)
/ 2+t+1 dt
dt. _dt
(2t+1)(t2+1) / 2+ 1)3
<f> 3w3 + 13 4 (O)
w” + low + 12 +2x —1
dw. zore -
/ w3 + 4w v / 2723 — 1 dz.
(2) (p)
/ ?+x e’ dx
dx. -
3 —a?4+x—1 /(621—1—1)2
() (a)
/ dx 18 dx
x4 + 12’ (422 + 9)2°
(i)
44 / 202 + 31+ 2
x.
a3+ 422 + 62 +4
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/ (sec?z + 1) sec? x dx
1+ tan®x '
(t)

/ 6w* + 4w + 9w? + 24w + 32
(w3 + 8)(w? + 3)

w.
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