Capitulo 6

O Modelo M/M/1

O objetivo deste capitulo & discutir 0 modelo M/M/1, isto &, aquele em que tanto as
chegadas quanto o atendimento sdo marcovianos (o que & o mesmo que dizer
que seguem a Distribuicdo de Poisson ou a Exponencial Negativa) e em que

temos um unico atendente. O estudo sera feito para os casos de populacio infinita
e finita.

Figura 6.1: Representagdo do Modelo de Fila M/M/1.

Na Figura 6.1 vemos a representacdo mais usual para o modelo M/M/1. Nela o
retangulo tracejado representa o sistema que estd sendo analisado, ao qual

chegam clientes que recebem algum atendimento e, entio, desocupam o sistema.

Para um sistema como o da Figura 6.1 sdo vdlidas as seguintes definicdes,
conforme visto no Capitulo 2:

4 = Ritmo Médio de Chegada

IC = Intervalo Médio entre Chegadas (por definico: IC = 1/3)

TA = Tempo Medio de Atendimento ou de Servigo

1 = Ritmo médio de Atendimento de cada atendente (por definigio: TA = 1/u)
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6.1 - Populagao Infinita

Sao as seguintes as formulas que tratam as principais variaveis randémicas:

Nome Descrigdo Férmula
i 2 i ;.LE
NE N_umem Médio de Clientes na NE=
= plp—2)
NS Nlilmerca Médio de Clientes no NS= A
Sistema n—2x
T | Témpo Medio que o Cliente fica | 1. A
na Fila H{ -2
15 | Tempo Médio que o Cliente fica TS ! :
no Sistema TS
P Probabilidade de existirem n Al A :
" | Clientes no Sistema Pn= 1"; ;

6.1.1 - A Taxa de Utilizagao

Chamamos de TAXA DE UTILIZAGAO a relagio entre o ritmo médio de chegada
€ o ritmo medio de atendimento:

Conforme vimos anteriormente, sistemas estaveis exigem A menor que pou p < 1.
Quando p tende para 1 a fila tende a aumentar infinitamente, conforme mostramos
a sequir:

FEE ] P
A p
NF = -

pp-4) I-p

A expresséo anterior mostra claramente gue, se A = p, temos p= 1 e o tamanho
da fila é infinito.
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Taxa de utilizagao

Figura 6.2: NF x Taxa de Utilizag&o (p) para o Modelo M/M/1.

A Figura 6.2 mostra o relacionamento entre NF e p. Nela vemos claramente o que
ocorre com NF quando p tende para 1. Em situagdes praticas, quando isto ocorre
(por exemplo, pelo crescimento do ritmo de chegada causada por um aumento da
demanda) deve-se ficar alerta, pois, se NF cresce exponencialmente, isto significa
que o mesmo ocorrera com o Tempo na Fila (TF) e com o Tempo no Sistema
(TS). Este fato tem inimeras aplicagées praticas dentre as quais podemos citar:

* Uma conclusio da observagio da Figura 6.2 & que, se temos um sistema
Saturado (p proximo de 1), basta dobrarmos nossa capacidade de
atendimento (g, entdo, p sera menor que 0,5) para que a fila seja menor que
1.

« Computadores tipo main-frame s&o instalados nas empresas para trabalhar a
uma taxa de utilizagdo abaixo de 80%, guando atendem adequadamente as
solicitagbes em "tempo real". Com o passar do tempo e aumento da demanda,
€ comum a troca de equipamentos quando eles chegam a uma taxa de
utilizacio de 90%, pois, a partir deste ponto, o "tempo de resposta" geralmente
ja nao e adequado.

6.1.1 - EXEMPLOS

Exemplo 1: A cabine telefonica

Suponhamos que as chegadas a uma cabine telefénica obedecem a lei de
Poisson, com ritmo de 6 chegadas por hora. A duragao média do telefonema é de
3 minutos e suponhamos que siga a distribuicio exponencial. Pede-se:
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bilidade de uma pessoa chegar a cabine e ndo ter que

ero medio de pessoas na fila?

ual o nimero médio de pessoas no sistema?

d) Qual o nimero médio de clientes usando o telefone?

e) Qual o tempo na fila?

f) Para qual ritmo de chegada teriamos a situagdo em que o tempo médio de
espera na fila seria de 3 minutos?

g) Qual ¢ a fragéo do dia durante a qual o telefone esta em uso?

Solugdo: Pelos dados temos: : —y
) = 6 chegadas/hora. Portanto IC = 10 minutos N &
TA = 3 minutos. Portanto, 1 = 20 atendimentos/hora

a) Trata-se de calcular P, (probabilidade de nao existir ninguém no sistema):
Po=1-AL/p=1-6/20=07

Ou seja, existe uma probabilidade de 70% de gue uma pessoa, ao chegar, nio
encontre ninguém no sistema e possa usar imediatamente 0 telefone. O
complemento deste valor, 30%, significa a probabilidade de uma pessoa ter de

esperar. Assim, o telefone fica ocupado 30% do tempo e fica 70% do tempo
0cinso. .

2

"

.——l—} = (6x6) / (20 (20 -6)) = 0,1284

b) NF=
e

c) NS=L/(u-))=04289

d) NA = NS - NF = 0,428 - 0,128 = 0,300

€) TF=%A/pu-1)=6/20(20-6)= 0,021 hora = 1.28 minutos
f) TF=5/u(u-2)

Para TF = 3 minutos ou TF = 0,05 hora e mantendo o mesmo p =20
clientes/hora, temos que:

TF-_::E
1+ u-TF

= 10 chegadas / hora

g) A fragdo do dia durante a qual o telefone estd em uso e exatamente igual a (1-
Pu), isto &, a probabilidade de que existam pessoas no sistema. Conforme
calculado no item “a”, este valor é 30%.
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Exemplo 2: O deposito de ferramentas

Uma fabrica possui um depésito de ferramentas onde os operarios vao receber as
ferramentas especiais para a realizagao de uma determinada tarefa. Verificou-se
que o ritmo de chegada (. = 1 chegada/minuto) e o ritmo de atendimento (u=1,2
atendimentos por minuto) seguem o modelc marcoviano M/M/1. A fabrica paga
$9.00 por hora ao atendente e $18,00 ao operario. Pede-se:

a) O custo horario do sistema

b) A frag@o do dia em que o atendente nao trabalha.

Solugao:

a) O custo horério do sistema & igual & soma do custo horario do atendente com o
custo horario dos operarios que, por ficarem no sistema (na fila ou sendo atendido
pelo servidor), nd3c estdo produzindo em seus postos de trabalho. Para
calcularmos este Ultimo, devemos conhecer o numero meédio de clientes no
sistema (NS).

NS=A/(u-r)=1/(12-1)=5

Portanto: Custo horario = (Custo Atendente) + (Custo operarios)
Custo horério = ($9,00) + (5 x $18,00) = $99,00

b) A fracdo do dia durante a qual o atendente ndo trabalha € igual ao valor da
probabilidade de néo existir nenhum operario no sistema:

Po=1-Mp=0,16

No proximo capitulo verificaremos o custo total do sistema com 2 ou mais
atendentes.

Exemplo 3: Contratagdo de um reparador

Uma empresa deseja contratar um reparador para efetuar manutencao em suas
maquinas, que esfragam a um ritmo de 3 falhas por hora. Para tal possui 2
opcdes: um reparador lento, que é capaz de consertar a um ritmo de 4 falhas por
hora ou um reparador rapido, que & capaz de consertar a um ritmo medio de 6
falhas por hora. O salario/hora do reparador lento & de $3,00 e o do reparador
rapido & de $5,00. Qual contratagio deve ser efetuada para que o custo total
(reparador mais maquinas paradas) seja minimo? Sabe-se gue uma maquina
parada implica um custo horario de $5,00.

Solugao:

Para calcular o custo das maquinas paradas devemos calcular o numero medio de
maguinas paradas (NS).
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a) Reparador lento
NS = A/ (p-A) =3/ (4-3) = 3 maquinas
Custo das maquinas = 3 x $5,00 = $15,00
Custo do reparador = $3,00
Custo total = $18,00

b) Reparador rapido
NS =3/(6-3) = 1 maquina
Custo das maquinas = 1 x $5,00 = $5,00
Custo do reparador = $5,00
Custo total =% 10,00

Comparando, vemos que o reparador rapido, apesar de ter um custo maior,
implica um custo total menor.

Exemplo 4: Filas seqiienciais em uma fabrica

Em um sistema de filas seqlenciais, conforme figura a seguir, calcule as filas
que se formam em cada servidor.

=10 w=13 il
=0 O| O l =00 O == | "
Chegads Fabricagio Inspecao
& 20%
Oz
O
=20
E O =
Eeparo
Solugao:

Fila A u NF
Produgéo 10 15 1,54
Inspecao 10 30 0,17

Reparo 2 20 0,01

O leitor deve agora resolver os exercicios 1 a 7.
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6.2 - Populacao Finita: o Modelo M/M/1/K

Um caso particular e bastante encontrado na vida pratica & aquele em que a
populagdo de clientes é finita. Considere, por exemplo, uma mineragdo com 1
escavadeira e alguns caminhdes e seja . = 8 e u="10. Na Figura 6.3 mostramos o
tamanho médio da fila (calculado pelas farmulas a seguir) em fungédo do tamanhe
da populagéo de caminhdes (se a populacao fosse infinita, teriamos NF = 3,2).

4 r

0 5 10 15 20 25 a0

Figura 6.3 - K (Tamanho da populacio)

FORMULAS

Na tabela a seguir, K representa a quantidade finita de clientes que estio
percorrendo o sistema.
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Descrigdo Formula
Niumero Médio de Clientes | \ . _ A+ 4 | (1-5) +
na Fila A
Nl.'.imtam Meédio de Clientes NS = K - Aty +(1- F,J a " A
no Sistema A T
-
Tempo Médio que o it (A+uw)x(1-£,)
Cliente fica na Fila i FE
1s | Tempo Médio que o TS ___E_(«Vfﬂ}x {]'_Pu}+L
Cliente fica no Sistema A A? I
: K=n
4
- ; A
P Probabilidade de existirem | P, = ;
" | n Clientes no Sistema [EJ
x A
{K o I]J x Z’ﬂ 'T_
g
6.3 - Exercicios
1. Clientes chegam a uma barbearia em um ritmo de 3 por hora e o servico

demora, em média, 16 minutos. Qual o tem

no sistema?

po medio de espera na recepcao? E

2. Pessoas chegam a uma bilheteria de um teatro a um ritmo de 25 por hora. O

tempo médio de atendimento da bilheteira

fila, o tempo médio
trabalha.

de espera e a

3. Em um sistema no qual A= 4
probabilidade de existir no sistema:
a) zero clientes

b) 1 cliente

¢) 3 ou4 clientes

d) 5 ou mais clientes

4. No mesmo sistema anterior, admitindo-se
de $10 por hora, pede-se o custo horario de

€ de 2 minutos. Calcule o tamanho da
fracdo de tempo em que a bilheteira no

clientes/hora e p= 6 clientes/hora, qual a

que o custo do cliente parado seja
clientes no sistema.
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5. Uma empresa deseja comprar um equipamento para efetuar manutengdo em

suas maquinas, que estragam a um ritmo de 12 falhas por semana. Possui duas

opcoes: o equipamento marca A custa $20.000,00 e é capaz de efetuar 15

consertos por semana; o equipamento B custa $80.000,00 e & capaz de efetuar 50

consertos por semana. Sabe-se que o custo semanal de uma maquina parada &

de $500,00 e que o tempo Util de vida de ambos os equipamentos € de 5 anos.

Pergunta-se: Qual equipamento deve ser adguirido de modo que o custo total

anual (52 semanas) seja minimo?

Observagoes:

» Para calcular o custo anual do valor do equipamento, efetue a operacéo:
(Custo Anual) = (Custo do Equipamento) x (fator de recuperacéo do capital).

+ Considere uma taxa de juros de 15% aoc ano. Assim, temos que o fator de
recuperacao de capital & 0,2984.

©. Em um sistema de filas seqiienciais (veja figura), no qual as pecas fluem pela
linha de produgéo, temos:
21=10,22=5p1=15 pn2=30e u3 = 20.

: Calcule:
E>| ul E> | a) NF, TF, NS e TS para cada servidor _
x| B U3 |[_>?|3 b) NS e TS para o sistema como um todo

7. Em um setor de uma fabrica, o produto que esta sendo fabricado chega para
receber componentes adicionais, trabalho este realizado por um operario. Apos
instalados os componentes, o produto & inspecionado por um profissional
qualificado. Os produtos que passam na inspe¢ao vao para outro setor da
fabrica e os que sao rejeitados (20%) vao para uma area de reparo existente no
préprio setor. Atualmente os dados s&o os seguintes (distribuicao exponencial):

« A cada 40 minutos chega um novo produto ao setor;

O instalador gasta 25 minutos para instalar os componentes;

O inspetor gasta 5 minutos para inspecionar o trabalho realizado,

O reparador gasta 10 minutos para efetuar os reparos necessarios;

Os tempos de deslocamentos do produto entre as estagdes de trabalho sao
iguais a 1 minuto.

Pede-se:
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a) NF, NS, TF e TS para cada servidor
b) NS e TS para o sistema como um todo
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